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RESUMEN

El anélisis de vibraciones tipo impulso de losas ma-
cizas de concreto reforzado apoyadas sobre vigas
(LMCRAV) ante el caminar humano es un proce-
dimiento utilizado para evaluar y evitar vibracio-
nes excesivas, las cuales pueden ser incomodas pa-
ra los usuarios. Se han reportado métodos analiticos
en la literatura para tales evaluaciones. Sin embar-
go, muchos ingenieros estructurales, principalmen-
te los que poseen pocos o nulos conocimientos de
dindmica estructural, no suelen utilizar estas herra-
mientas analiticas. Por lo tanto, el objetivo de este
trabajo es proporcionar recomendaciones practicas
para el cdlculo de vibraciones en este tipo de siste-

ABSTRACT

The vibration analysis of RC two-way slabs suppor-
ted on beams under human walking is a procedure
used for evaluating and avoiding excessive vibra-
tions, which may be uncomfortable for users. So-

ma de piso. Se proporcionan ejemplos de aplicaciéon
de una metodologia propuesta en la literatura, la
cual consiste en el calculo de la respuesta impulsi-
va de LMCRAV ante el caminar humano. El estudio
consta de un andlisis comparativo entre resultados
analiticos y numéricos. De acuerdo con los resul-
tados obtenidos, se concluye que el procedimiento
analitico derivado de la literatura proporciona resul-
tados aceptables, ademds de ser un procedimiento
préctico para los disefiadores estructurales.

Palabras clave: 1.osa de concreto reforzado, Vibra-
ci6n, Caminar humano.

me analytical methods are reported in the literatu-
re for such evaluations. However, many structural
engineers, who mainly have little or no knowled-
ge of structural dynamics, do not usually use these
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analytical tools. Therefore, the aim of this work is analysis between analytical and numerical results.
to provide practical recommendations for the cal- According to the results, it is concluded that the
culation of vibrations in RC two-way slabs. Some analytical procedure reported in the literature is a
application examples are provided for this purpose. practical tool, which provides acceptable results.

A methodology proposed in the literature is used

in this work, which consists of calculating the im- Keywords: Reinforced concrete slab, Vibration,
pulsive response of RC two-way slabs under hu- Human walking.

man walking. The study consists of a comparative

INTRODUCCION

Las losas macizas de concreto reforzado apoyadas en dos direcciones (LMCRAV) son subsistemas es-
tructurales que consisten en una losa apoyada sobre vigas y columnas, como se observa en la Figura [I]
Este tipo de sistema de piso se destina comtinmente al uso de oficinas o residencias. Al igual que otras
tipologias de sistemas de piso, las LMCRAV estdn sujetas principalmente a vibraciones generadas por
actividades humanas tales como el caminar, correr o saltar, ya sea por una o un conjunto de personas.
La actividad humana de mayor ocurrencia en este tipo de sistema de piso es el caminar de una persona,
que consiste en el desarrollo de una serie de pasos dados a lo largo de una trayectoria definida sobre el
sistema de piso.

Figura 1: Losa maciza de concreto reforzado en dos direcciones apoyada sobre vigas.

El andlisis por vibracién de un sistema de piso ante el caminar humano depende principalmente de
variables como: carga dindmica representativa del caminar humano como fuente de excitacion, frecuencia
natural fundamental, f,,, relacién de amortiguamiento, &, y la respuesta dindmica vertical. En el caso de
esta dltima, un sistema de piso puede exhibir dos tipos de respuesta dinamica vertical ante el caminar
humano: transitoria o estacionaria. La respuesta transitoria es similar a un impulso, el cual se atenta
a lo largo del tiempo y ocurre cuando la frecuencia de excitacion es considerablemente diferente de la

(98]
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f» del sistema piso. Por su parte, la respuesta estacionaria ocurre cuando las frecuencias de excitacion y
natural son iguales, generando una respuesta continua de amplitud constante. Dado que las LMCRAYV son
subsistemas constituidos por elementos considerablemente rigidos como vigas y columnas [1][2], y por
lo tanto desarrollan frecuencias de vibracion significativamente altas en comparacién con la frecuencia
de excitacion debida al caminar humano, se puede deducir que éstas desarrollaran respuestas impulsivas.

El célculo de respuestas impulsivas en sistemas de piso ante el caminar humano se puede realizar con
procedimientos reportados en la literatura, tales como [3], [4], [S], [6], siendo este dltimo de los més
utilizados. Este método se deriva del estudio de un sistema de un grado de libertad (SIGDL), donde se
variaron frecuencias naturales y fuerzas representativas del caminar humano [7]], de tal manera que las
velocidades pico calculadas fueron la base para definir una variable denominada impulso efectivo I
(unidades en N-s), el cual se define por la Ec. (I)):

f a501743
Legy = 54pf1T @
donde f,4, €s la frecuencia de paso en Hz. Con la Ec. (2)) se calcula la velocidad del sistema de piso:
leys
t) = pipe; 2
U( ) M luj Mmod ( )

donde, para una forma modal determinada, y; y 1; son ordenadas que indican el punto de aplicacion
del impulso y el punto donde se mide la respuesta, respectivamente, y M,,,4 €s la masa modal del sistema
piso. Este procedimiento simplificado considera una respuesta impulsiva donde el tiempo de impacto
es muy bajo. Como se observa, en este procedimiento no se consideran variables como el peso de la
persona, la relacion de amortiguamiento estructural y el desplazamiento del sistema de piso, variables
importantes que pueden ser de gran utilidad para predecir con un nivel de aproximacién mayor al 85 %
el comportamiento del fendmeno de estudio. Por lo tanto, en [8] se propuso un procedimiento analitico
para el calculo de la vibracién de LMCRAV basado en el andlisis de SIGDL, cuya solucién involucra las
variables fundamentales para el andlisis: funcion de carga dindmica cosenoidal representativa del caminar
humano (validada en [8]), 1a f, del sistema de piso y la relacién de amortiguamiento . Este procedimiento
se desarroll6 con el objetivo de proporcionar herramientas pricticas para el andlisis de sistemas de piso
que desarrollan respuestas impulsivas ante vibracién por el caminar humano. Aunque esta metodologia
ha sido validada numérica y experimentalmente, atn se requiere del desarrollo de otros ejemplos de
aplicacion para que el ingeniero que no posee conocimientos avanzados de dindmica estructural y del
andlisis de vibraciones pueda relacionarse con los elementos basicos de este tipo de andlisis, y desarrollar
andlisis practicos de aproximacion adecuada.

El procedimiento propuesto en [8] se basa en resolver la ecuacion de equilibrio dindmico de un sistema
de un grado de libertad S1GDL sometido a la accién de una carga cosenoidal reportada en [9], como se
observa en la Figura 2]y la Ec. (3):

Mmodu + C1mod7~‘l' + Kmodu = Po cos wst (3)

donde P,=Pq;, P es el peso individual de una persona, «; es un factor de carga dindmica, i es el
nimero de armonico f;, es la frecuencia de paso por el caminar de una persona, M,,,q, Kinoa ¥ Croa SON la
masa, rigidez y amortiguamiento modales del sistema de piso, respectivamente.
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Caminado Carga dinamica debida

al caminar de una
~ >
persona
K
mod

mod

Propiedades dinémicas::

Zona de amplitud
Mmod’ Cmod y Kmod maxima P(t) M‘t
Figura 2: Modelado analitico para el andlisis de vibracion de un panel aislado de losa ante el caminar
humano [8].

La Ec. (3) se resuelve proponiendo una solucién, como la que se muestran en la Ec. (@), la cual estd
compuesta por dos soluciones, complementaria y particular. Sustituyendo la Ec. () en 1a Ec. (3), se tiene
como resultado las ecuaciones para la prediccidon de velocidades y aceleraciones, como se muestra en
las Ecs. (3) y (6 Por otra parte, sustituyendo la solucién particular de la Ec. (@) en la Ec. (3), se tiene
como resultado un sistema de ecuaciones que se resuelven por el método de coeficientes indeterminados,
de tal manera que se obtienen los coeficientes D'y C (Ecs. (7) y (8), respectivamente). Posteriormente,
considerando las condiciones iniciales del fendmeno, se calculan los coeficientes A y B, los cuales se
muestran en las Ecs.(9) y (10).

u(t) = exp(—E&wnt )(Acoswpt + Bsinwpt) + Csinwst + Dcoswst 4)

du/dt = — exp(—€wy,t)(Awp sen wpt — Bwp coswpt)

— Duw, senwst + Cw, cos wyt — Ew, exp(—Ewnt) (A coswpt + B sinwpt) ®)

dPu/dt? = exp(—Ewat)[(2AwpEw, + BEW? — Bwh)sen(wpt)+
(A2 — 2Bwptun — Aw’b) cos(wpt)] — [Cul sen (wit) + Dutcos (wit)]
D = Py/kmoall = (@e/wn)"]/([1 = (@e/wn)) + [26ws/wal”) @)
C = Po/kmoa(26ws/wn) /([ — (wsfwn)]” + 26w, /wn]?) ®)
A=u(0)"D 9)
B = (u(0) + &w,u(0) — £w, D — Cwy) Jwp (10)
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donde,w,, es la frecuencia natural del sistema de piso expresada en rad/s, wp = w,+/1 — £? (frecuencia
natural amortiguada) y w; es la frecuencia de excitacidn expresada en rad/s.

Al sustituir los valores de las constantes calculadas en la Ec. (6), se puede obtener la respuesta dina-
mica de un panel de LMCRAV con base en el andlisis de un sistema equivalente de un grado de libertad.
Las variables principales de la losa por calcular son M,,,4, K,n0a, € ¥ f,- Respecto a la fuente de excitacion,
se especifica la frecuencia de paso y la magnitud de la carga impuesta. La M,,,,; se obtiene a partir de
la Ecs[I1] o [T2] [10],[11]]; mientras que K,,4 se obtiene a partir de la Ec. (I3). Por otra parte, £ puede
ser determinada de valores reportados en la literatura, en el caso de este trabajo se utiliza un valor de &
calculado en una prueba experimental [12].

Mmod - //4 m¢2(x7y)Mt0tal (11)

donde m es la masa por unidad de drea, ¢ es la forma modal, M, es la masa total y n es la relacion
de masa modal. Como se observa, M,,,; se obtiene a partir del producto de la masa total del sistema
por un valor n<1 que depende de una forma modal conocida, la cual se obtiene a partir de una funcién
de desplazamientos normalizada al punto de desplazamiento mdximo. Una manera préctica para obtener
M, es mediante el analisis de un sistema discreto como lo es un modelo numérico de elementos finitos,
como se reporta en [11]]:

Mpoa = Y 67 x dM; (12)
Nodos 1
donde 9; es la deflexion vertical del nodo i normalizado a la deflexiéon méaxima y dM; es la masa del
nodo i en el sistema de piso. Por otra parte, K,,,4, €s un pardmetro cuyo cdlculo es mds complejo, por lo
que se puede calcular de manera simplificada como:

Komoa = (27 f1)* Mipoa (13)

Respecto al cdlculo de la f,, se propone utilizar la expresién que proporcionan [13] (Ec. (14)), la cual
se basa en el trabajo realizado por [[12] y [9]. Esta expresion se basa en el andlisis de sistemas de vigas
y losas en una direccién e incluye la f,, de los elementos involucrados en el sistema global, como lo es la
viga principal y una franja central de losa de ancho unitario.

g
n = 0,18
f \/ClAviga + 075902Alosa
donde g es la aceleracion de la gravedad, A, y Aoy son los desplazamientos de la viga principal y
de una franja de losa de ancho unitario, C; y C, (Ecs. (15) y (16)) son coeficientes que dependen de la
relacion de claros a; (claro corto) y a; (claro largo):

(14)

a 0,29

C, = 1,56 (—1) (15)
a2
a —0,69

Cy, = 1,18 (—1) (16)
a2
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En general, se han resumido los elementos principales para el cdlculo de la vibracion vertical en losas
macizas de concreto reforzado ante el caminar de una persona. La respuesta se puede calcular en términos
de desplazamiento, velocidad o aceleracion. En el caso de este trabajo se propone calcular la respuesta
dindmica en términos de la tltima, como pardmetro practico para evaluar la vibracidén. A continuacion,
se desarrollan 2 ejemplos de aplicacion de la metodologia antes mencionada, los cuales consisten en el
andlisis de losas tipicas de LMCRAV para uso de oficinas

Descripcion de modelos de andlisis

En este apartado se estudian dos losas de concreto reforzado. La primera losa (Losa 1) es un modelo
hipotético que tiene un claro largo a, de 8m y lado corto a;= 4m. La segunda losa (Losa 2) es un tablero
de losa reportado en [8], el cual forma parte de un sistema multi-tableros. Aunque no fue estudiado
experimentalmente, se considera como un ejemplo de tablero de tipico de LMCRAV destinado a uso de
oficinas. Las dimensiones de la losa son a,=6.20 m y a;=5.60 m.

En este procedimiento se realiza una comparacion entre los resultados calculados con la Ec. (6) y los
calculados con modelos numéricos, los cuales se muestran en la Figura 3] En general, los modelos estin
constituidos de un concreto clase 1, cuyo agregado es tipo baséltico. En el caso de la losa 1, la resistencia
a compresién del concreto es f'c=300 kg/cm?, el médulo de elasticidad es E=242487 kg/cm?, con base
en [13]]. En cuanto a la losa 2, la resistencia a compresién del concreto es f”c=460 kg/cm?, el médulo
de elasticidad es E=292304 kg/cmz, con base en [13]. En el diseno de la Losa 1, se utilizaron cargas
distribuidas debidas a carga muerta sobreimpuesta con valor de 280 kg/m?, y una carga viva méxima de
250 kg/m?, de acuerdo con lo especificado en [[14] para el uso de oficinas, despachos y laboratorios. Los
requerimientos de dimensionamiento de trabes cumplen con los requisitos minimos para marcos ductiles
[13]. Es importante mencionar que sélo se realizaron andlisis debidos a carga gravitacional. En el caso de
la Losa 2, las dimensiones de los elementos estructurales ya estdn definidos. La carga sobre impuesta en
este sistema de piso se consideré de 110 kg/m?. En ambas losas se considerd un peso propio del concreto
de 2400 kg/m>. En la Tabla se muestran los peraltes de losas y trabes cuya base principal fue de 25 cm.

a) b)
Figura 3: Modelos de losas de andlisis.

Evaluacion de losas de concreto

1.- Célculo de la frecuencia natural

El célculo de la frecuencia natural fundamental de ambas losas se realiz6 con [13]. En la Tabla 2] se
resumen los pardmetros derivados de las bajadas de carga correspondientes a cada losa, que constan del
célculo de desplazamientos en la viga principal y en la franja de losa para el posterior cdlculo de f,.

2.- Calculo de la masa modal M,,,,,
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Tabla 1: Peraltes de losas y vigas.

Tipo de losa Dimensiones
€losa (Cm) hclaro a (cm) hclaro a (cm)
Losa 1 11 30 45
Losa 2 13 60 60

La masa modal de un sistema de piso depende de la masa total M,,,,; y un factor 7. Considerando que
la relacién de masa modal es 7=0.25, la masa modal calculada para cada losa es como la que se resume

en la Tabla2l

Tabla 2: Calculo de la frecuencia natural en losas 1y 2.

Variable Magnitud
Losal Losa2
Ci 1.56 1.51
C 1.18 1.26
Ayiga (cm) 0.15 0.19
Ajosa (CM) 0.06 0.03
f. (Hz) 10.83  13.03

Masa total (kgs’/cm)  12.62  20.96
Masa Modal (kgs*/cm)  3.15 5.24

3.- Célculo de la rigidez modal K,,,,4.
La rigidez K4, se calcula con la Ec. . En el caso de la Losa 1 se tiene que:

Kod = (27 f2)* Mipoq = [27(10,83)]% (3,15) = 14586 kg/cm (17)

En el caso de la Losa 2:

Kod = (27 f)* Mg = [27(13,03)]% (5,24) = 35122 kg/cm (18)

4.- Definicién de funcién de carga

La funcién de carga utilizada en la solucion analitica estd representada por F(t)=Po;cos(2mif,t) [9l.
En este caso se propone el peso de una persona P=70 kg; el valor de i permanece como 1, ya que sélo
se involucra la frecuencia mas baja del caminar de la persona; el valor de «; es de 0.5 y la frecuencia de
paso f; es de 2.1 Hz.

5.- Definicién de la relacion de amortiguamiento

En este caso se propone un valor de la relaciéon de amortiguamiento que corresponde a una losa des-
tinada a uso de oficinas y cuyo valor es £=0.078 [12]. Cabe, mencionar que en la literatura existen
recomendaciones para proponer este valor, por ejemplo [[L1].

7.- Calculo de la aceleracion

Los coeficientes C y D dependen principalmente de la frecuencia de excitacion y de la frecuencia
natural de la losa, ambos en términos de la frecuencia angular w=27f. Por lo tanto, al sustituir todos
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los valores de los pardmetros mencionados en los pasos 1 a 6 se tiene como resultado los valores de
los coeficientes C y D. Por lo tanto, los valores de los coeficientes A y B pueden ser calculados. En
general, los parametros necesarios para el cdlculo de la aceleracién analitica se resumen en la Tabla 3.
Sustituyendo los valores de esta tabla en la Ec. (6)) se tiene una respuesta dindmica como la que se muestra
en la Figura [ En este caso la magnitud de interés es la respuesta maxima, cuyos valores son 11.11 y
9.25 cm/s? para las Losas 1 y 2, respectivamente.

—
[}

12
9 — Analitico — Analitico
6 — MEF 8 ——MEF
3 4
& —_
) %
g g0
L3 =
= " 4
-6
9 -8
12 -12
0 04 08 1.2 L6 2 0 0.4 0.8 12 16 2
t(s) t(s)
a) b)

Figura 4: Respuesta dindmica numérica de losas: a) 1 y b) 2.

25.00 I T T | T

15.00 Actividades ritmicas _
10.00  Pasarelas exteriores

7.50 - ™~ -
4.50 - L 4

Pasarelas interiores
250 - Centros corr<:iales 1
1.50 - Oﬁ.cmas2 ]
residencias

1.00 - e iglesias Losa 1@
0.75 - w 2@ ]

0.45 - ;l

0.25 - d

ACELERACION, % Gravedad

0.157 Curva base ISO para 1

0.10 aceleracion rms
0.07 - 1

0.04 - 1

1 1 1 1 1 1

1015 25 45 75 15.025.0 40.0
FRECUENCIA, Hz

Figura 5: Evaluacién de la perceptibilidad de losas de concreto [9].
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Tabla 3: Propiedades para obtencion de la aceleracion.

Variable Magnitud
Losa 1 Losa 2
13 0.078 0.078

wy (rad/s) 13.19 13.19

wy (rad/s)  68.00 81.87

wp (rad/s)  67.84 78.61
A (cm)  -0.00250 -0.00140
B (cm)  -0.00020 -0.00010
C (cm) 0.00008  0.00004
D (cm)  0.00250 0.00140

Solucion numérica

Considerando que la simulacién numérica del caminar humano sobre un sistema de piso mediante la
aplicacion de una carga arménica puntual ha sido validada anteriormente por [8]. Se aplica esta carga
dindmica puntual en los modelos numéricos de la Figura [3] los cuales se analizaron con [15]; teniendo
asi las respuestas dindmicas como se muestra en la Figura 4| Las respuestas méximas fueron de 10.70
y de 9.50 cm/s? para las Losas 1 y 2, respectivamente. Comparando entre ambas respuestas se observan
diferencias entre ambas soluciones de aproximadamente el 3.69 y el 2.6 % en la respuesta mdxima. Estas
diferencias se deben al error acumulado en la derivacién desde el desplazamiento a la aceleracién en el
modelo numérico. Por lo tanto, se tiene que la solucién exacta describe aceptablemente el comportamien-
to dindmico de los sistemas de piso analizados.

Evaluacion de la perceptibilidad ante vibraciones excesivas.

Considerando la necesidad de evitar vibraciones excesivas que potencialmente pueden ocurrir en un
sistema de piso, se utiliza un nomograma de perceptibilidad de las vibraciones [9]], para evaluar las
amplitudes de movimiento aceptables por las personas. Por lo tanto, se evaldan los niveles de vibracion
de los tableros de losa analizados. Con base en los resultados de la Tabla (] se grafican los puntos
correspondientes a cada losa como se muestra en la Figura [5] Dado que ambos sistemas de piso estan
destinados a uso de oficinas, se observa que ambas losas exceden la curva limite de vibracién permisible,
por lo que se requiere disminuir su respuesta dindmica. Por lo tanto, se recomienda rigidizar la estructura,
en el caso de losas de concreto reforzado apoyadas sobre vigas, incrementar el momento de inercia de las
trabes principales del claro mds largo es lo mads factible.

Tabla 4: Propiedades para obtencion de la aceleracidn.
Respuesta dinamica
Losa f, (Hz) a/g( %)
1 10.83 1.13
2 13.03 0.94
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CONCLUSIONES

En este trabajo se desarrollan ejemplos de aplicacion del método propuesto por [8] para célculo de res-
puestas dindmicas impulsivas de LMCRAV ante el caminar humano. La metodologia propuesta propor-
ciona resultados con una aproximacién mayor al 85 %, tal como se reporta en [8], y cuyo estudio se
basa en la comparacion entre resultados analiticos, numéricos y experimentales. Por su parte, el método
propuesto por [6]] proporciona niveles de aproximacion similares, con una expresion bastante simple. Sin
embargo, no involucra pardmetros esenciales del andlisis de vibraciones en sistemas de piso, lo cual es
necesario proporcionar a los ingenieros estructurales, principalmente a aquellos que cuentan con pocos
o nulos conocimientos de dindmica estructural. Por lo tanto, con el procedimiento propuesto se preten-
de que el ingeniero estructural adquiera una sensibilidad significativa en el andlisis de parametros que
definen la vibracién del sistema de piso, lo cual es necesario para desarrollar disefios estructurales o
alternativas de mitigacion de la vibracidn que garanticen el confort de los usuarios.

Considerando que la Ec. (14) se basa en la utilizacién de una ecuacién derivada de un sistema de losa
en una direccién propuesta en [9)], su modificacién y adaptacion se considera valida para el cdlculo de
la f,, de losas en dos direcciones apoyada sobre vigas. Esta propuesta se basa en un estudio realizado en
[12], que consta un estudio numérico-experimental del comportamiento dindmico de este tipo de sistema
de piso. De acuerdo con los resultados del andlisis comparativo realizado en este trabajo, se deduce
que los valores de M,,,,4, K,.oq ¥ 1a f, calculados con las expresiones analiticas proporcionan resultados
razonables en el cdlculo de la aceleracion de la losa. Es importante resaltar que las variables mencionadas
son sensibles a cambios que pueden ocurrir en la distribucion de cargas o cambios de geometria del
sistema de piso. Por lo que el procedimiento propuesto proporciona resultados aceptables siempre que
se garantice una simetria en la distribuciéon de masas y rigideces sobre el area total del sistema de piso.
Por otra parte, aunque no se considera el efecto de la actividad de otras personas en el sistema de piso al
momento de la excitacidn, la actividad de una sola persona es la que cominmente ocasiona las méximas
amplitudes de movimiento. Por lo tanto, a pesar de que la expresion analitica propuesta es una solucion
conservadora para el andlisis de la vibracion, se pueden calcular valores de aproximacion razonable.
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