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RESUMEN

Las placas son elementos estructurales planos que
se emplean cominmente en varias ramas de la in-
genieria. A diferencia de los problemas de estados
planos, los cuales pueden tener geometrias simila-
res, las cargas en una placa son normales a su su-
perficie media. El presente trabajo presenta la teoria
general de placas delgadas, asi como algunos de los
métodos analiticos y numéricos mds usados para su
andlisis. Se describe el método de Rayleigh-Ritz, el
método de diferencias finitas y el método del ele-
mento finito. Se incluye un ejemplo de una placa
con geometria atipica, la cual se analiza con ayuda
de Matlab. El estudio de los métodos de andlisis de
placas indica que las soluciones analiticas son apli-
cables a problemas bdasicos con geometrias, condi-

ABSTRACT

Plates are flat structural elements that are com-
monly used in several branches of engineering. Un-
like plane state problems, which can have similar
geometries, the loads on a plate are normal to its
mean surface. This work makes a brief presentation
of the theory of thin plates and describes some of
the most used analytical and numerical methods for
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ciones de frontera y cargas simples, mientras que
los métodos numéricos son aplicables a geometrias
y condiciones més generales. El método de diferen-
cias finitas resulta dificil de aplicar (y programar)
cuando los bordes de las placas no son rectangula-
res. Las menores diferencias relativas entre los re-
sultados obtenidos con diferentes métodos aproxi-
mados se obtienen generalmente para los valores de
la respuesta con las mayores magnitudes, los cuales
generalmente rigen el disefio de la estructura anali-
zada.

Palabras clave: Placas delgadas, Método de
Rayleigh-Ritz, Diferencias finitas, Elementos fini-
tos, Teoria de Kirchhoff.

their analysis. The Rayleigh-Ritz method, the fini-
te difference method and the finite element method
are described. An example of a plate with an aty-
pical geometry, which is analyzed with Matlab, is
included. The study of plate analysis methods in-
dicates that analytical solutions are applicable to
basic problems with simple geometries, boundary
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conditions and loadings, while numerical methods
are applicable to more general geometries and con-
ditions. The finite difference method is difficult
to apply (and program) when the plate edges are
not rectangular. The smallest relative differences

se values with the largest magnitudes, which gene-
rally govern the design of the structure analyzed.

Keywords: Thin plates, Rayleigh-Ritz method,
Finite differences, Finite elements, Theory of

among the results obtained with different approxi- Kirchhoff.

mate methods are generally obtained for the respon-

INTRODUCCION

Una placa es un elemento estructural con una de sus dimensiones comparativamente mds delgada que las
otras dos. A diferencia de los problemas de estados planos, los cuales pueden tener geometrias similares,
en una placa las cargas son usualmente normales a su superficie media. Las placas son omnipresentes en
el sentido de que se encuentran en varias ramas de la ingenieria y sus aplicaciones son muy diversas. Se
usan placas en las ingenierias aerondutica, espacial, mecdnica, etc. Por ejemplo, en la ingenieria civil se
emplean estos elementos con algunos nombres particulares. Quizas el ejemplo més ilustrativo es el de
losas en casas, edificios, puentes y construcciones industriales. Otro caso son los muros de contencion
empleados para soportar las cargas laterales que ocasionan los suelos.

El diseno de cada placa requiere la revision de tres aspectos principalmente [[1]: 1) que no se deforme
mas de lo permitido para no afectar su funcionalidad, 2) que el material del que estd hecha no se dafie y
3) que no vibre significativamente. Los aspectos 1 y 2 se determinan con ayuda de un andlisis estético,
mientras que el 3 requiere de un andlisis dindmico. Este trabajo se limita al estudio de métodos de andlisis
estaticos de placas delgadas.

Un andlisis estdtico de una placa debe proporcionar una descripcion de como resultan los despla-
zamientos normales al plano medio de la placa, con lo cual seria posible revisar el primer aspecto del
disefo. Para el segundo aspecto, el andlisis debe proveer las distribuciones de los momentos flexionantes
y de las fuerzas cortantes. Por ejemplo, en el caso de una losa de concreto reforzado, estos resultados le
permiten al ingeniero determinar tanto el espesor como la distribucién y cantidad de varillas de refuerzo
a colocar en la losa. Es claro que el anélisis de una placa es una actividad necesaria para el disefio.

En este trabajo se estudian los principales métodos para determinar dichos desplazamientos asi como
los momentos flexionanes y las fuerzas cortantes para placas de varias formas, condiciones de apoyo y
tipos de cargas. Se consideran sé6lo andlisis estdticos y se supone que el material isotrépico de la placa
es eldstico y lineal. También se asume que los desplazamientos son pequeiios y que las deformaciones
sOlo se deben a la flexion. Este tipo de placas donde las deformaciones por cortante son despreciables
se conocen como placas de Kirchhoff. Esta teoria también se conoce como teoria eldstica para placas
delgadas con desplazamientos pequefios [2][3]. El estudio de placas gruesas incorpora las deformaciones
por cortante [4].

El objetivo de este escrito es presentar de manera general los aspectos basicos de la teoria de placas
delgadas y los principales métodos para su andlisis.
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MARCO TEORICO
Sistema de referencia, notacion y suposiciones bdsicas

La nomenclatura se asocia a un sistema de referencia y ésta es es ttil para interpretar correctamente
los resultados. Se considera una placa de espesor constante ¢. El plano medio de la placa coincide con el
plano zy de un sistema de referencia derecho. En la Figura|[I|se muestra un caso en donde el eje z resulta
dirigido hacia abajo. El desplazamiento w en direcciéon normal es la variable a calcular.

plano medio

Figura 1: Plano medio de una placa y sistema de referencia Cartesiano.

Las principales suposiciones de la teoria de placas delgadas son las siguientes: 1) no hay deformacio-
nes longitudinales en el plano medio de la placa, 2) los puntos situados inicialmente en una normal al
plano medio permanecen en una normal durante la flexion, y c) los esfuerzos normales en la direccion
transversal (o,) son despreciables.

Rotaciones y curvaturas

Ahora es posible establecer una relacion basica entre los giros de la placa en ambas direcciones (0, y
0,) y la derivada del desplazamiento transversal w (Figura[2p), Ecs. (I)).

ow ow

0:{: = 3 ey = 4

oy ox

La curvatura es otra relacion importante para deducir la ecuacién de una placa. Al igual que en el caso
de vigas, la curvatura & se define como el reciproco del radio de curvatura r, (Ec. (2)).

ey

k=~ )

Con algunos argumentos geométricos [2], no es dificil relacionar los radios de curvatura (y las curva-
turas) a lo largo de los ejes de referencia 7, y r, con las segundas derivadas del desplazamiento normal.
Las relaciones se presentan en las Ecs. (3).

L 0w\ Pl 0 () Pu )
r.,  Ox\O0x)  Ox%r,  Oy\9dy) = Oy

Una cantidad relacionada con la torsion es la segunda derivada cruzada. Es interesante notar que esta
torsion juega un papel importante en el comportamiento estructural de placas y hace que su resistencia
sea mayor que la que resultaria de una simple suma de resistencias de dos vigas ortogonales unidas en su
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normal

tangente al
plano medio

a) Rotacion b) Desplazamiento

Figura 2: Rotacion 0, y desplazamiento u de un punto p a una distancia z.

interseccion (sin torsidn). Esta curvatura cruzada es una deformacion de torsion (twist) y se define como
lo indica la Ec. (@).

1 0*w

Tay r Oy

“4)

Desplazamientos y deformaciones unitarias

Los desplazamientos u y v a lo largo de los ejes x y y, respectivamente, no son cantidades indepen-
dientes en la teoria de placas delgadas. Ambos dependen del desplazamiento w, el cual permanece como
la variable por determinar. En esta subseccion se presentan las relaciones para calcularlos en funcién de
la distancia z al plano medio de la placa. La Figura [2p ilustra el célculo del desplazamiento u a lo largo
del eje . El cdlculo del desplazamiento v en la direccién y es similar, como lo indican las Ecs. ().

8—w,vz —20, = —za—w (5)
Ox

Las deformaciones unitarias se obtienen derivando los desplazamientos. Las longitudinales €, y €, y
la de cortante a una distancia z de la superficie media se calculan con las Ecs. (6).

u= —z20,= —=z

(6)

€

ou 82w6 v 0w ou N v
ox ox2Y Oy 0 yﬁ/ Y oy  Ox
Las deformaciones unitarias permiten establecer una relacion con los esfuerzos. Se pueden establecer

[2] las relaciones con ayuda de la ley de Hooke (linealidad entre esfuerzos y deformaciones unitarias).
Para calcular los esfuerzos de interés se emplean las Ecs. (7).

E

201 1) Vay (7)

0y = —— (ex+ vegy), 0, = (ey+ VEL), Yay =

1— v 1— 12

{7}
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Las relaciones anteriores también se pueden expresar en términos de las curvaturas haciendo uso de
las Ecs. (6). Es importante observar que los subindices de los esfuerzos normales o, y o, se refieren a las
direcciones de los ejes de referencia, como se ilustra en la Figura [3j.

A z z
dy d
|
N —— » ) v
id T T q | «—/ Y, T T q
4 T
//’:/ T T 4 Yz T T
1 G, | A
/ . % ﬁ c‘{; Tx | . "4l M
1 7 4 f
¥ L = »
x xz Ox Ty =T ' M. O
Xy
a) Esfuerzos normales y cortantes b) Fuerzas cortantes y momentos flexionantes

Figura 3: Elemento diferencial de una placa con carga normal q.

La observacién del parrafo anterior, en relacion con la nomenclatura de los subindices, también es
importante en la definicion de los momentos flexionantes y las fuerzas cortantes (todos por unidad de
ancho). Los subindices de los elementos mecanicos heredan los subindices de los esfuerzos con los que
se asocian, como se observa en la Figura[3p y lo indican las Ecs. (8).

3 0%w 0*w
Mx_/; O'mZdZ_—D(w—i—Va—zﬂ),

Pw  *w
My:/_ O'yZdZ:—D(a—yQ—Vw),

9*w

M,, = / Toy dz = D(1 — V>8x8y’ (8)

Qa: = / Tez dZ,
Qy :/ Ty d2.

Con los momentos y las fuerzas cortantes, es posible establecer la ecuacion de equilibrio. Esta puede
expresarse en términos de los momentos o bien en términos del desplazamiento w, como lo indican las
Ecs. (9), donde ¢ es la carga por unidad de drea.
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0* M, N 0*M,, N *M, Ty — O'w P d*w N Hw g ©)
Ox? Oxdy oy? ¢ Ot 0x20y?2  Oy* D

En estas ecuaciones la cantidad D es la rigidez a flexion de la placa y es similar a la rigidez a flexion
EI de una viga. Tanto los momentos como D se refieren a un ancho unitario. Los momentos ocasionan
esfuerzos positivos en la cara positiva. Por ejemplo, M, ocasiona esfuerzos o, positivos (en direccién
positiva de ) en la cara z positiva.

La solucién de la segunda Ec. (9) consiste en determinar la funcién que expresa el desplazamiento w
en términos de las coordenadas y de algunas otras cantidades. La funcion a determinar w(x, y) debe sa-
tisfacer las condiciones de frontera. Con la funcion w(z, y) o algunos valores de w en ciertos puntos de la
placa, es posible obtener o aproximar las funciones de los momentos flexionantes y torsionantes asi como
de las fuerzas cortantes. Finalmente, estos elementos mecdnicos permiten calcular las distribuciones de
esfuerzos.

MATERIALES Y METODOS

El anélisis de una placa, con ciertas condiciones de borde y sujeta a un conjunto de cargas, consiste en
obtener las distribuciones de los desplazamientos, los esfuerzos y los elementos mecénicos. Asi, el primer
paso del anlisis consiste en resolver la segunda ecuacién diferencial Ec. (9).

El primer método es la solucién de la ecuacion diferencial en forma cerrada para obtener la funcién
w(z,y). Soluciones cerradas no son simples por lo que desde hace 200 afios se propusieron aproxima-
ciones a las soluciones cerradas empleando series trigonométricas dobles [S)]. Estas soluciones no son
elementales, pero permiten obtener excelentes aproximaciones a las soluciones cerradas para placas con
condiciones de frontera y cargas simples. La mayoria de las soluciones presentadas en el libro cldsico de
Timoshenko y Woinowsy-Krieger [2] son con este tipo de series.

La complejidad de estos primeros métodos motivo la busqueda de otros métodos alternos, aun cuando
éstos llevaran sélo a aproximaciones lo suficientemente precisas para fines de ingenieria.

Otro de los primeros métodos es el de Rayleigh-Ritz (MRR), el cual se plante6 a finales del siglo XIX
[6]. Este método es general y permite no s6lo analizar estdticamente una placa, sino que también se puede
emplear para andlisis dindmicos y de pandeo. Este método también se puede aplicar a otros problemas
de ingenieria como vigas, columnas, etc. [[7][8].

El MRR consiste en proponer una funcion de la variable de interés (e.g., w) en términos de las demds
cantidades del problema. Esta funcion de prueba deben ser admisible y puede expresarse en términos de
una o varias cantidades independientes (grados de libertad). Aplicando el principio de la energia potencial
estacionaria es posible determinar los valores de los grados de libertad, con lo cual la funcién de prueba
queda completamente definida. Para el caso de condiciones de borde atipicas se recomienda consultar las
referencias [9] y [10].

Método de Diferencias Finitas

El método de diferencias finitas (MDF), en lugar de buscar la solucién exacta o alguna funcién que
la aproxime mediante series o usando funciones de prueba, calcula valores puntuales de la variable de
interés (w) dentro del dominio del problema. En el caso de placas, usualmente se traza una malla y en las
intersecciones de las lineas se ubican los puntos donde se calculan los valores del desplazamiento normal
w. En este método se sustituyen las derivadas en los puntos de interés mediante ecuaciones de diferencias.
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Estas dltimas son cocientes simples que se calculan en cada punto de la malla y quedan expresados
en términos del desplazamiento en el punto donde se plantea la ecuacion y de los desplazamientos de
los puntos vecinos. El conjunto de las ecuaciones de diferencias conduce a un sistema de ecuaciones
algebraicas, cuya solucién determina los valores de los desplazamientos en los puntos.

Un ejemplo de una ecuacion de diferencias para aproximar la pendiente en el punto xy se ilustra en la
Figura[]y se puede aproximar con la Ec. (I0).

f/(xo) ~ J(xo+h)— flzg—h)

(10)

2h

S(x) 4

Ij'(x”-%— h)f_fA(.\'(]' h)

1 1 1 »

Xg-h X, Xyth

Figura 4: Aproximacion a la pendiente f'(xo) con ecuacion de diferencias finitas central.

Esta ecuacién aproxima la derivada de f(z) en xo (pendiente de la linea AA) a partir del valor de
la funcion en los puntos adyacentes, calculando la pendiente de la linea BB. Similarmente, se puede
aproximar la segunda derivada de f(z) en z( con la Ec. (11).

" fxo—h —2f ZTo +fx0+h

' (ag) = LM = 2P0 & S D) (1

En el caso de placas, la variable de interés es el desplazamiento w, por lo que si cada punto o estacién

(separados una distancia h = Ax) se identifica con un subindice, la aproximacién a la cuarta derivada

en la estaciéon m queda en funcién de los desplazamientos de las cuatro estaciones adyacentes (2 a cada
lado). Esto se indica en la Ec. (12).

dw\ L Wmo — 4wy g 4 6wy — Wiy + Wit
(), = (B (2
m
Cuando la derivada es en el mismo punto o estacién m pero la derivada es con respecto a la variable
y, es conveniente usar dos subindices: el primero para la direccion x y el segundo para la direccién y. Por
ejemplo, la cuarta derivada de w con respecto a y en la estacién (m, n) seria la indicada en la Ec. ,
en donde por conveniencia se hace A = Az = Ay:

0*w 1
<—ay4> o~ F[wm,n,g — AWy 1 + 6W gy — AW g1 + Wiy o) (13)
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Finalmente, al extender estas ecuaciones a la segunda Ec. (9) resulta la Ec. (14).

D (VQVQw)m,n = F Qme,n — S(merl,n + Wm—1,n + Wm,n+1 -+ wmyn,1>

+ 2(wm+1,n+1 + Win—1m+1 + Wing1,n—1 + wm—l,n—1) (14)

+ Wm+2,n + Wm—2,n + Win,n+2 + Wmn—2| = (Qz)m,n .

Los puntos involucrados en este calculo se identifican en la porcién de placa que se muestra en Figu-
ra[5h, donde m y n se refieren a los indices asociados a x y y, respectivamente.

Y
L T n
b= 71—2  mmeemmeaaad L R 1 D T T TR J
: ‘ m,n+2 ‘
-1 ----eeeeeeed — Q- Q- 1--
i 1 1/_:\(V W) n
B A G T G TN
- n+l s oo OO
iAy : } : ; :
-2 T ""{Pr%i,}%:'z """"""""
D Ax m
B -« —>
1 1 I 1 1 I 1
m-2 m-1 m m+l m+2
a) Malla b) Coeficientes

Figura 5: Malla de diferencias finitas y coeficientes para calcular(vllw)m’n en el punto m, n.

El arreglo de los coeficientes por los que se multiplican los desplazamientos en cada estacion se puede
ilustrar con el esquema de la Figura [Sp. Este esquema incorpora los coeficientes de la Ec. (I4) en la
geometria de la Figura [Sh. El desarrollo mantiene que Az = Ay = ), pero cuando no se cumple esta
condicidn, los coeficientes de la Figura|§]3 cambian [3[][/5].

Después de calcular los desplazamientos en cada una de las estaciones, se estiman los elementos
mecdnicos u otras cantidades (giros o curvaturas) en diversos puntos de la malla [3]][S]. Estos cdlculos
involucran también ecuaciones de diferencias. Por ejemplo, el cdlculo del momento M, asociado a los
esfuerzos o, en la estacién (m, n) se obtiene con la Ec. (15)).

D
(Mx)m’n = _ﬁ [merl,n - 2wm,n + wmfl,n + v (wm,nJrl - 2wm,n + wm,nfl)] (15)

El andlisis de placas con el método de diferencias finitas requiere una apropiada representacion de
las condiciones de frontera. Asi, se deben reemplazar las derivadas en las expresiones obtenidas para un
punto central de 1a malla (m, n) con las expresiones pertinentes de diferencias finitas que correspondan
al borde en cuestion. Cuando se usan diferencias centrales como se ha hecho hasta ahora, es necesario
considerar puntos ficticios fuera de la placa [2]] a [S)]. Cuando las placas tienen geometrias particulares
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como lados oblicuos, el método requiere ciertas consideraciones especiales que quedan fuera del alcance
de este escrito [9] a [LLL].

Método del Elemento Finito

El método del elemento finito (MEF) es un procedimiento numérico para el andlisis de una gran va-
riedad de problemas en ingenieria. Con el MEF es posible analizar estructuras de cualquier tipo (vigas,
placas, estados planos, s6lidos de revolucion, etc.), problemas de magnetismo, de fluidos, etc. Como
ejemplo, en la Figura [ba se ilustra un muro de un edificio sujeto a una distribucion de fuerzas latera-
les. Si este ejemplo se considera plano, el andlisis consistiria en determinar los campos (funciones) de
desplazamientos u y v del muro.

La idea basica del método consiste en dividir el dominio del problema en pequefias regiones llamadas
elementos finitos. Una opcién serfa dividir (discretizar) el muro como se muestra en la Figura [6b. Cada
area de la malla de elementos no estd vacia sino que consiste de un elemento plano sujeto a un estado
plano de esfuerzos como se observa en la Figura 6.

Un aspecto interesante del MEF es que los campos de desplazamientos al interior de cada elemento
finito se hacen depender de los desplazamientos u y v de sus puntos nodales. En el ejemplo, donde s6lo
se emplean 4 nodos, es claro que la variacién de los desplazamientos al interior del elemento resultard en
una funcién sencilla, independientemente del campo de desplazamientos verdadero para el muro.

UL

a)
Figura 6: Discretizacion de un muro en elementos finitos limitados por puntos nodales.

Estas funciones que definen los desplazamientos en el interior de los elementos a partir de los valores
nodales se conocen como funciones de forma y también se emplean para definir la relacion entre fuerzas
nodales (f) y desplazamientos nodales (d) para un elemento. Esta relacion se puede establecer matricial-

mente como lo indica la Ec. (16, donde k; se conoce como la matriz de rigidez del elemento i. En el
caso de elementos finitos como el de la Figura [6f, la matriz resulta de 8 x 8.

kid=f (16)

Otro aspecto del método es que la union entre los elementos finitos sélo se da a través de los nodos;
sin embargo, dado que los campos de desplazamiento son similares entre elementos adyacentes y éstos
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s6lo dependen de los valores nodales, no es posible en principio que haya traslapes o aberturas entre sus
bordes.

Con las matrices de rigidez de cada uno de los elementos finitos, es posible plantear el equilibrio de
toda la estructura con un arreglo similar (Ec. (I7)), establecido también en los puntos nodales.

KD=F (7)

En esta expresion, K también es una matriz de rigidez, pero de toda la estructura. En el caso de la
malla de la Figura [6b, la matriz serfa de 120 x 120. Esta simplificacién permite convertir el problema
original de buscar una funcién para todo el dominio, la cual hubiera requerido quizds resolver alguna
ecuacion diferencial, en un sistema de ecuaciones algebraicas. En la ecuacion Ec. D es el vector de
desplazamientos y F el vector de fuerzas nodales. Las condiciones de frontera se incorporan durante el
proceso de pasar de la Ec. (16) a la Ec. (I7).

La solucion del sistema de ecuaciones proporciona los valores de los desplazamientos de todos los
puntos nodales que tienen posibilidad de moverse. Con estos desplazamientos se calculan deformaciones
unitarias y esfuerzos, completando el anélisis.

El planteamiento que se ha presentado en esta seccién es muy simplificado y usualmente se obtiene
para problemas de mecanica estructural a partir del principio de la energia potencial estacionaria [7].
Alternativamente, se puede llegar a planteamientos similares recurriendo a métodos de residuos pesados
[12]][13]] como el de colocacién o el de Galerkin.

El método del elemento finito, asi como el de diferencias finitas, se pueden ver como métodos genera-
les para la solucién de ecuaciones diferenciales. Varios libros de ecuaciones diferenciales y/o de métodos
numéricos [14][15][16] incluyen el MEF como un método numérico para la solucién de este tipo de
ecuaciones.

Matlab® es un programa para realizar cdlculos matematicos, analisis de datos, simulacién, graficacién
y para el desarrollo de algoritmos [17][18]. Matlab contiene un conjunto de herramientas (funciones)
para realizar los cdlculos y procesos. Ademads, tiene algunos médulos especializados (toolboxes) que son
conjuntos de funciones particulares para resolver problemas especificos. Ejemplos incluyen médulos para
procesamiento de sefales, andlisis estadistico de datos, cdlculo simbdlico, etc. Uno de estos mddulos es
para la solucién de ecuaciones diferenciales parciales (EDP) y emplea el MEF para resolverlas [[19].

RESULTADOS Y DISCUSION
Esta seccion presenta el andlisis de una placa triangular sujeta a cargas estéticas. El principal objetivo
es ilustrar algunas particularidades del uso de Matlab y de su médulo EDP. El sélido de la placa se cred
con TinkerCad [20]. La placa que se analiza tiene la geometria triangular y condiciones de apoyo que
se indican en la Figura [7a. El ejemplo se toma de la referencia [10] en donde la placa se analiz6 con el
método pb2 (Rayleigh-Ritz). La carga soporta una presion de 1,000 kg/m?. Los valores del médulo de
elasticidad y de la relacién de Poisson son: E = 221,350 kg/cm? y v = 0.2. El espesor de la placa t = 0.15
m.

En la Figura[§] se muestran las instrucciones para analizar la placa con Marlab. Se puede observar que
el modelo se importa de un archivo con extension STL que contiene el sélido de la placa. El modelo
puede crearse con programas como SolidWorks, TinkerCad, etc.
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Figura 7: Placa triangular y puntos donde se reportan resultados en la referencia [10].

En la primera figura generada con el codigo de Matlab (no mostrada aqui) se presenta el modelo en
relacion con los ejes de referencia asignados por Matlab (los cuales son diferentes de los indicados en la
Figura[7p) y se identifican las caras del sélido. El eje z sigue siendo normal al plano de la placa. La cara
F1 es la superior (z positivo), F2 y F3 son las caras simplemente apoyadas que son diagonales a los ejes
de referencia (x, y), F4 es la cara inferior y F5 es la cara paralela al eje y de Matlab (cara empotrada). Las
caras del s6lido se usan para definir las condiciones de frontera y las cargas.

La malla de elementos finitos generada por Matlab se muestra en la Figura Op. En la Figura [Op se
muestran los desplazamientos calculados y en las Figuras 10a y 10b los esfuerzos o, y 0,. Ambos es-
fuerzos permiten calcular los momentos M, y M,, respectivamente. Todas las unidades se mantienen en
kg y cm. Se puede ver que el desplazamiento maximo es aproximadamente 0.17 cm, el cual coincide
con los valores obtenidos en la referencia [10]. Es importante recordar las definiciones de los esfuerzos
(Figura[3p) y de los momentos (Figura[3p) para hacer una adecuada interpretacién de los resultados. Esta
interpretacion es fundamental, por ejemplo, para la colocacién de las varillas de refuerzo (direccion y
posicion) en el caso de losas de concreto armado.

Por lo que se refiere al andlisis de los esfuerzos y momentos flexionantes, en la referencia [10] se
reportan los momentos flexionantes M, y M, calculados con el método pb2 de Rayleigh-Ritz, mientras
que Matlab reporta los esfuerzos en las caras superior e inferior de la placa. Ya que la variacién de
esfuerzos a través del espesor de la placa tiene variacion lineal es simple comparar esfuerzos y momentos
ya que ambos estdn relacionados a través de la Ec. (I8)), donde S es el médulo de seccién de la placa.

M = S Omax (18)

En la referencia [[10] se reportan los momentos flexionantes M, a lo largo de la linea AA de la Figura[7p
y los momentos flexionantes M, se reportan a lo largo de la linea BB. Por brevedad, en este trabajo
solo se comparan dos valores de M, y tres valores de M, como se resume en las Tablas (1) y (2),
respectivamente. La numeracién de los puntos se muestra en la Figura[7p.

Los esfuerzos o, y o, estimados con el MEF (Matlab) se muestran en las Figuras 10a y 10b, respec-
tivamente. Los valores numéricos de o, ,,,., S€ obtuvieron directamente de los resultados numéricos, ya
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% Ejemplo de wna placa triangular (Tesis Fco. Manzanares, pag. 43)
model = createpdel”structural®,"static-solid");

% The STL file was created with TinkerCad
placa = importGeomctry{model, “Triangular_plate.stl");

% Escala la placa. Originalmnete con medidas (from tinkercad) de 168 x
% 128 unidades x 3.8 de espesor

% Escala el modelo multiplicando por 5 en las tres direcciones

% para obtener dimensiones que se establecen como si fueran en cm
scale(placa,[5 § 51)

% Plot the geometry, displaying face labels.
figure

pdegplot (model, "Facelabels™ "on")
view(184,10a];

titlel"Placa triangular con caras etiguetadas™)

% Specify Young's modulus and Poisson's ratio of the material. Unidades: kg, om
structuralPropert ies(model, "voungsModulus™ , 221358, 8, "PoissonsRatic”,8.2)

% Apply Boundary Conditions and Loads

% The problem has two types of boundary conditions: the largest side (face 5) is fixed,
% and the other sides (faces 2 and 3) are simple supported.

% ALL other boundary conditions (faces 1 and 4, by default, are free boundaries.
structuralBl (model, “Face”, 5, "Constraint™, “fixed");

structuralBl(model, “Face",2,"ZDisplacement™ 8. 8);

structuralBC(model, “Face”,3,"IDisplacement™ 9.9);

% Apply a distributed load in the negative z-direction te the front face Fl.
% Pressure = 1004 kg/n2 = 8.1 kg/omd
structuralBoundaryLoadimedel, “Face”, 1, Sur faceTraction™, (0.8 ;0.9 ;=@.1]);

% Generate and plot a mesh.

generateMesh(nodel ) ;

figure

pdeplot30(model)

title("Malla con elementos tipe tetrasdro cuadratico®™);

% Use the solve function to calculate the solution,
result = solve(model)

% Examine Solution

% Find the maximal deflection of the bracket in the z=direction.
minllz = min(result.Displacement.uzl;

fprintf("Maximal deflection inm the z-direction = %g meters.™, minlz)

% Plot Results at the Command Line

% You also con plot the results, such as the displacement components and the won Mises stress,
% at the MATLAB® command line by using the pdeplotdD function,

figure

pdeplotdDimedel, “ColorHapData”, result. Displacement. uz)

title("z-displacesent")

colormap(”jet™)

figure

pdeplotiDimedel, "ColordapData”, result. Stress, sux)
title("Esfuerzos Sigma-xs™)

colormap(”jet™)

figure

pdeplot3D{nadel, “ColorMaphata”, result. Stress. syy)

titlel"Esfuerzos Sigma-yy™)
colormap(™jet=)

Figura 8: Codigo de Matlab para el andlisis de la placa triangular.
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Figura 9: Malla de elementos finitos y desplazamientos [cm] verticales de la placa triangular.

que la estimacion de los esfuerzos mediante los contornos de colores es subjetiva. Para ¢ = 15 cm, el
modulo de seccién resulta igual a S = 37.5 cm®/cm.

40
30
20

10

a) Esfuerzos o, [kg/cm?].
‘ /// g

o - ; : .

b) Esfuerzos o, [kg/cm?].

20
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Figura 10: Esfuerzos normales en la placa triangular.

En la Tabla[I]se presentan los momentos flexionantes A/, calculados con los esfuerzos calculados con
el MEF y se comparan con los reportados en la referencia [10]. Las estimaciones de la referencia
se hicieron con el método pb2 de Rayleigh-Ritz, el cual es también aproximado ya que las funciones de
prueba propuestas no necesariamente son iguales a las funciones verdaderas que describen el campo de
los desplazamientos normales de la placa. En la Tabla 2] se comparan los momentos flexionantes M,.
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Tabla 1: Comparacion de momentos flexionantes M, (refe-
rencia 10 vs Matlab-MEF).

Punto X y Posicion M, Ref. [10] Oz maz (MEF) M, (MEF)
(m) (m) (kg-m/m) (kg/em?) (kg-m/m)
ly3 2.0 3.0 Borde -154.5 1.12 -42.0
2 0.0 3.0 Centro +741.0 19.40 +727.5
Tabla 2: Comparacion de momentos flexionantes M, (refe-
rencia 10 vs Matlab-MEF).
Puntos X y Posiciéon M, Ref. [10] Oy maz (MEF) M, (MEF)
(m) (m) (kg-m/m) (kg/cm?) (kg-m/m)
4 0.0 0.0 Borde infe- -1,637.8 41.49 -1,555.9
rior
2 0.0 3.0 Centro +593.3 15.48 +580.5
5 0.0 6.0 Vértice supe- -39.8 1.15 -43.1
rior

Los valores de los momentos flexionantes en ambas tablas revelan que, en ausencia de una solucién
exacta, no es posible determinar el nivel de error en las estimaciones obtenidas con cada método. Los
métodos aproximados pueden conducir a diferencias relativas significativas, pero usualmente éstas se
presentan para las menores magnitudes de los valores calculados (desplazamientos, esfuerzos o momen-
tos). Los métodos aqui presentados conducen a diferencias relativas pequefias para las cantidades con
las mayores magnitudes, las cuales generalmente rigen el disefio. En la Tabla[3] se observan las diferen-
cias relativas de las estimaciones de los momentos flexionantes (relativos a los valores reportados en la

referencia [[10]).

Tabla 3: Diferencias relativas de momentos flexionantes.

Puntos Momento Valor Valor Diferencia
relativa
Ref. [10] MEF %
ly M, -154.5 -42.0 72.8
2 +741.0 +727.5 1.8
4 -1,637.8 -1,555.9 5.0
2 M, +593.3 +580.5 2.2
5 -39.8 -43.1 8.3
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CONCLUSIONES

Se presentaron los aspectos basicos de la teoria de placas delgadas. Ademds de la solucién cerrada (exac-
ta) existen métodos analiticos y numéricos que aproximan la solucién. Una solucion analitica es mediante
series trigonométricas dobles. El método de Rayleigh-Ritz permite aproximar el campo de desplazamien-
tos mediante funciones admisibles. E1 método de diferencias finitas (MDF) es un procedimiento numérico
aplicables al anélisis de placas. Otro procedimiento numérico es el método del elemento finito (MEF), el
cual divide la placa (dominio) en pequeiias regiones unidas a través de puntos nodales. Se presenta con
detalle el andlisis de una placa triangular con ayuda de Matlab, que recurre al MEF para la solucién. El
trabajo contribuye a dar un panorama comparativo breve de los principales métodos para el andlisis de
placas delgadas. Las conclusiones de este trabajo son las siguientes.

1. Las soluciones analiticas (series trigondmetricas dobles y Rayleigh-Ritz) son aplicables a problemas
basicos con geometrias, condiciones de frontera y cargas simples; mientras que los métodos numéricos
(en particular el método del elemento finito) son aplicables a geometrias y condiciones mds generales. El
método de diferencias finitas resulta dificil de aplicar (y programar) cuando los bordes de las placas no
son rectangulares.

2. Las menores diferencias relativas (normalizadas) entre los resultados obtenidos con diferentes méto-
dos aproximados se obtienen generalmente para los valores de la respuesta con las mayores magnitudes,
los cuales generalmente rigen el disefio de la estructura analizada.
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